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Аннотация
Дается исторический обзор развития раздела равновесной статистической механики, посвящен­
ного исследованию термодинамических фазовых переходов в средах, связанных с изменением 
их агрегатных состояний. Формулируются нерешенные проблемы этой теории.
Abstract
Historical review is proposed which is devoted to the development of spacial theme of equilibrium 
statistical mechanics. Thermodynamic phase transitions in media which is connected with change in 
their aggregate states are under consideration. Unresolved problems of this theory are formulated.
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Введение
Настоящая работа посвящена обзору развития статистической теории фазовых пре­
вращений в средах, которые представляют собой изменения их агрегатных состояний. Это 
предполагает, что основой для такого изучения являются методы равновесной статистиче­
ской механики. Равновесная статистическая механика, как наиболее глубокий и последова­
тельный подход к изучению термодинамически равновесных состояний сред на микроско­
пическом уровне их описания, возникший в развитие основополагающей работе Дж.К. 
Максвелла [1], окончательно оформился в идейном отношении к началу 20-го столетия [2]. 
Согласно канонам статистической механики каждая система, состоящая из большого числа 
одинаковых частиц, описывается полностью заданием своего фазового пространства Q и 
гамильтонина H системы, определяющего энергию системы для каждой конфигурации из 
Q . При этом общая задача равновесной статистической механики состоит в том, как по 
заданному фазовому пространству системы многих частиц и заданному гамильтониану H 
вычислить термодинамические функции системы, включая ее уравнение состояния и свя­
занные с ним фазовые диаграммы, а также любые экспериментально проявляющиеся ста­
тистические характеристики.
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Однако, несмотря на имеющиеся большие успехи статистической физики в теоре­
тическом описании физических сред как находящихся в газообразном состоянии, так и 
конденсированных, продолжает оставаться нерешенной, хотя бы в первом приближении, 
задача построения, на основе представлений статистической механики, конструктивного 
аналитического подхода к изучению происходящих в конденсированных средах различ­
ного рода фазовых переходов. Эта задача оказалась крайне сложной с математической 
точки зрения. Для того чтобы пояснить, что мы понимаем в контексте этого утверждения, 
обратимся к истории научного направления, которое возникло в связи с решением указан­
ной проблемы.
Уже сразу после утверждения общих концепций статистической механики, в 20-х 
годах прошлого столетия появились сомнения в применимости принципов статистиче­
ской механики для описания фазовых переходов. Не в последнюю очередь это было свя­
зано с тем резонансом, который был вызван у физиков -теоретиков появлением работы
Э.Изинга [3]. В своей работе Изинг попытался описать на языке статистической механики 
один из простейших фазовых переходов: появление ферромагнитного упорядочения при 
достаточно низких температурах в ионных кристаллах, у которых ионы, составляющие 
кристаллическую решетку, обладают собственным магнитным моментом, и взаимодей­
ствие между которыми является притягивающим. Он сконструировал очень простой га­
мильтониан взаимодействия ионов, предположив, что их взаимодействие обладает очень 
сильной одноосной анизотропией. Оказалось, что статистическая сумма системы ионов 
кристаллической решетки с таким гамильтонианом взаимодействия вычисляется в явном 
виде в терминах элементарных функций в том случае, когда кристалл является «одномер­
ным», т.е. ионы решетки выстроены в цепочку. Оказалось, что намагниченность такой 
системы ионов в нулевом магнитном поле равна нулю при любой ненулевой температуре, 
несмотря на то, что при нулевой температуре имеется вырождение состояния системы с 
минимальной энергией.
Несмотря на то, что система допускающая такое простое с математической точки 
зрения исследование не является физической, полученный Изингом результат оказал шо­
кирующее воздействие на современников. Дело в том, что переход в ферромагнитное со­
стояние с феноменологической точки зрения является фазовым переходом 2-го рода, и 
поэтому по отношению к нему не справедливы рассуждения об отсутствии разделения 
фаз в одномерном случае, то есть с точки зрения формализма статистической механики 
заранее не очевидно, почему в одномерном случае невозможно проявление фазового пе­
рехода второго рода. В частности, почему в модели Изинга не может возникнуть неравная 
нулю намагниченность в отсутствие внешнего магнитного поля. Кроме того, для рассмот­
ренной Изингом системы большого числа взаимодействующих частиц, в полной мере, 
применимы качественные рассуждения работы П.Вей^а, где он ввел понятие «среднего 
поля», на котором была основана его теория ферромагнетизма [4]. Теория Вейсса была 
уже достаточно известной к моменту появления работы Изинга. Создавшееся положение 
усугубилось появлением работы Г.Бете [5]. Он показал, что квантовая система магнитных 
моментов ионов, аналогичная системе Изинга, с отталкивающим взаимодействием между 
ними, которая, по замыслу автора, должна описывать появление в ней антиферромагнит- 
ного упорядочения, не только не обладает таким упорядочением при любой ненулевой 
температуре, но такое упорядочение отсутствует также в ее состоянии с минимальной 
энергией при температуре равной нулю . Создавшееся положение в теории фазовых пе­
реходов продержалось до появления работы Р.Пайерлса [6], где он на качественном 
уровне объяснил посредством сравнения величин энтропии одномерных и двумерных 
конфигураций магнитных моментов, которые приводят к появлению ферромагнитного 
упорядочения, что отсутствие ферромагнитного упорядочения в работе Изинга связано 
именно с тем, что его система была одномерной.
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Таким образом, на повестку дня встал вопрос о создании математически корректного 
аналитического метода расчета характеристик модели Изинга, который бы, с одной сто­
роны, подтвердил рассуждения Пайерлса, а, с другой стороны, позволил бы анализировать 
простейшие системы статистической механики, аналогичные модели Изинга. В 1938г. по­
явилась работа Дж.Г. Кирквуда [7], в которой он предложил приближенный метод расчета 
характеристик системы статистической механики, описывающий структурный фазовый пе­
реход в бинарных сплавах. Система статистической механики на кристаллической решетке, 
которую он анализировал, была аналогична системе Изинга. Она интересна тем, что при­
мененный Кирквудом метод анализа показал, каким образом в рамках этой системы стати­
стической механики зависимость намагниченности от температуры, полученная Вейссом 
на основе рассуждений о среднем поле намагниченности, может рассматриваться есте­
ственным приближением к точной зависимости. Однако, работа Кирквуда не вызвала боль­
шого резонанса среди физиков, так как его метод был в равной степени применим и к од­
номерным системам, а для таких систем она также приводила к результату, который указы­
вал на наличие у них фазовых переходов. Однако, в последующем, идея построения при­
ближения посредством выделения среднего поля оказалась доминирующей при анализе 
конкретных систем статистической механики, имеющих прикладное значение. Предложен­
ный Кирквудом метод является аналитически прозрачным и он сводит анализ фазового пе­
рехода в системе большого числа частиц к вполне осязаемой задаче математической фи­
зики, минуя компьютерное моделирование самой системы. Это дает эталон решения задач 
теории фазовых переходов. Оно должно состоять в построении и математическом обосно­
вании аналитических алгоритмов, аналогичных приближению среднего поля, которые поз­
воляют давать обоснованные ответы на правильно поставленные с физической точки зре­
ния вопросы относительно фазовых переходов, происходящих в конкретных физических 
системах.
Важной исторической вехой в развитии теории фазовых переходов является работа 
Л.Онсагера [8], в которой ему удалось точно вычислить, на основе довольно изощренной 
алгебраической техники, точное выражение свободной энергии для двумерного варианта 
модели Изинга с нулевым магнитным полем. Оказалось, что в аналитической функции, по­
лученной Онсагером в качестве решения, содержится особенность у зависимости свобод­
ной энергии от обратной температуры. Вторая производная по T свободной энергии имела 
точку разрыва. Это еще не означало, что эта особенность является критической точкой фа­
зового перехода 2-го рода, но показывало, что модели статистической механики могут, в 
принципе, приводить при т.н. термодинамическом предельном переходе к неаналитической 
зависимости математических ожиданий, вычисляемых на основе присущих им распределе­
ний вероятностей, от параметров моделей, несмотря на то, что сами распределения вероят­
ностей зависят от этих параметров аналитически. Для того чтобы показать, что точке не­
аналитичности, действительно, соответствует фазовый переход, нужно было вычислить 
намагниченность в нулевом магнитном поле. Эту задачу Л.Онсагер также, по-видимому, 
решил, но не успел опубликовать результат, а доложил его на конференции по фазовым 
переходам. Полное решение задачи представил Янг Чжэньнин [9], и полученная им фор­
мула совпала с формулой, доложенной Онсагером. Наконец, в завершение этого краткого 
исторического обзора о развитии теоретических представлений о фазовых переходах на ос­
нове статистической механики в контексте создания и анализа модели Изинга, укажем, что 
для трехмерного варианта модели, несмотря на то, что ее решение не удается выразить ана­
литически с применением стандартных специальных функций математической физики, 
Р.Л. Добрушину удалось дать математически корректное доказательство существования у 
нее фазового перехода [10, 11], использовав для этого построения, аналогичные тем, кото­
рые были предложены в [6].
2. Развитие статистической механики изменения агрегатных состояний.
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Обратимся теперь к обзору развития теории изменения агрегатных состояний в сре­
дах, состоящих из одноатомных молекул, основанной на представления статистической ме­
ханики.
Даже при наложении условия одноатомности молекул соответствующие системы 
статистической механики оказываются гораздо более сложными по сравнению с решеточ­
ными системами, к которым, в частности, относится модель Изинга. Именно поэтому мы, 
прежде чем обратиться к анализу состояния статистической теории фазовых превращений 
в таких системах, привели выше краткий исторический обзор становления теоретической 
концепции описания и исследования термодинамических фазовых переходов на основе ста­
тистической механики.
Изучение термодинамики системы большого числа взаимодействующих между со­
бой молекул и, в частности, перехода «газ -  жидкость» в таких системах началось с диссер­
тации Ван-дер-Ваальса [12]. Ввиду того, что к моменту возникновения этой работы общая 
концепция статистической механики еще полностью не оформилась, рассуждения Ван-дер- 
Ваальса, хотя и использовали микроскопические молекулярно-кинетические представле­
ния, нельзя признать полностью статистическими. Тем не менее, мы упоминаем здесь эту 
работу, так как результат полученный в ней, оказался, с одной стороны, хорошо описыва­
ющим экспериментальные данные, а, с другой стороны, есть основания ожидать, что он 
также является осмысленным в контексте последовательных статистико-механических по­
строений.
После формирования общих принципов статистической механики [2] и развития на 
их основе общего математического формализма исследования статистических систем од­
ноатомных молекул [13], а также после приобретения некоторого опыта описания в рамках 
статистической механики фазовых переходов в более простых с математической точки зре­
ния системах теории магнетизма, о которых речь шла выше, возник вопрос о построении 
статистической теории фазовых переходов, описывающих изменения агрегатных состоя­
ний. Для этого потребовалось выяснить природу математического механизма, посредством 
которого появлялось неаналитические зависимости термодинамических функций от темпе­
ратуры, соответствующие фазовым переходам в решетчатых магнитных системах.
Ответ на указанный вопрос был дан в работах [14,15]. В первой работе была развита 
общая концепция, каким образом могут проявиться неаналитические зависимости термо­
динамических функций от температуры. Во второй работе (см. также [16]) была доказана 
теорема о расположении нулей статистических сумм решетчатых систем со взаимодей­
ствием ферромагнитного типа. Оказалось, что нули статистических сумм, рассматривае­
мые как аналитические суммы от специального параметра z  , которые в этом случае явля­
ются полиномами от этого параметра, располагаются на единичной окружности в ком­
плексной плоскости z . С увеличением объема системы число нулей на единичной окруж­
ности возрастает неограниченно, так как возрастает степень полинома. Поэтому в термоди­
намическом пределе, нули статистической суммы начинают плотно заполняют определен­
ную дугу единичной окружности, которая не пересекается с положительной полуосью из­
менения параметра z  . При изменении температуры происходит изменение дуги, на кото­
рой расположены нули, такое, что при переходе температуры при ее понижении через не­
которую величину Тс происходит смыкание концов дуги друг с другом в точке z  = 1. Эта
точка является предельной для множества всех нулей. В результате, комплексная плос­
кость изменения параметра z  расщепляется на две несвязанных друг с другом области, в 
которых аналитические зависимости термодинамических функций, выражающиеся через 
логарифмические производные от статистической суммы, становятся совершенно различ­
ными. Это обстоятельство как раз и указывает на то, что описанное поведение нулей стати­
стической суммы обуславливает появление у исследуемых решетчатых систем фазового пе­
рехода.
На основе проделанного математического исследования Ли и Янг построили общую 
математически обоснованную теорию конденсации т.н. «решетчатого газа» той системы
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статистической механики, которая, с одной стороны, оказывается более простой в матема­
тическом отношении, чем исходная статистическая система одноатомных молекул, допус­
кающая непрерывное пространственное расположение молекул, а, с другой стороны, она 
«очень похожа» на решетчатые системы теории магнетизма. Поэтому многие результаты, 
полученные для магнитных систем, допускают свою переформулировку и интерпретацию 
для этой системы. Результаты, а также методы, использованные при их получении, обусло­
вили то обстоятельство, что в дальнейшем развитие теории конденсации происходило на 
основе модели решеточного газа. Настоящее исследование также, в значительной степени, 
основано на использовании этой модели. Мы называем эту модель решеточным приближе­
нием к системе статистической механики с непрерывным пространственным расположе­
нием молекул.
Важные в идейном отношении результаты, которые можно отнести к обсуждаемому 
направлению исследований, были получены в работах [17-27]. В работе [18] было доказано 
наличие критической точки в общих двумерных моделях решеточного газа, у которых до­
минирует притягивающая составляющая взаимодействия, а в работе [19] этот результат был 
распространен на трехмерный случай. В работах [20, 21] при тех же ограничениях на по­
тенциал взаимодействия было доказано наличие скачка плотности в уравнении состояния 
решеточного газа при температурах, меньших критической, то есть наличие фазового пере­
хода 1-го рода. Наконец, в работах [17] и [23-26] было исследовано явление разделения фаз 
в решеточном газе при Т  < Тс, а работы [22] и [27] посвящены распространению результа­
тов о существовании фазовых переходов в решеточном газе в случае потенциалов взаимо­
действия общего вида.
Заметим, что во всех цитированных работах, посвященных исследованию фазового 
перехода «газ-жидкость», несмотря на то, что наличие фазового перехода устанавливалось 
посредством нахождения подходящих математически точных оценок на значения термоди­
намических функций, не предлагалось никаких конструктивных методов для приближен­
ного вычисления термодинамических функций с какой-либо контролируемой точностью 
области изменения интенсивных термодинамических параметров, где происходит фазовый 
переход и, в частности, не предлагалось методов расчета фазовых диаграмм. Более того, во 
всех указанных работах не затрагивался вопрос о наличии в исследуемых моделях фазового 
перехода, соответствующего переходу решеточного в «твердую фазу» и, в частности, в 
«кристаллическое состояние». Иными словами, не удавалось обнаружить в исследуемых 
моделях наличия трех различных фаз и связанную с этим т.н. тройную точку, которая при­
сутствует на фазовых диаграммах, описывающих изменение агрегатных состояний (см., 
например, [28]). Что касается статистического описания фазового перехода в кристалличе­
ское состояние, то в настоящее время разработан только подход на основе идеи о введении 
некоторого среднего кристаллического поля, идейно аналогичный теории Вейсса в теории 
магнетизма. В рамках такого подхода удается сформулировать нелинейное интегральное 
уравнение для одночастичной пространственной плотности распределения частиц, у кото­
рого имеются периодические решения ниже некоторой температуры, интерпретируемую 
как температуру кристаллизации (см, например, [29]). Неизвестно никаких работ об описа­
нии кристаллизации в рамках равновесной статистической механики, не использующих 
концепции среднего поля.
3. Аналитический подход к изучению изменений агрегатных состояний
В связи с описанной ситуацией в теории изменения агрегатных состояний в систе­
мах, состоящих из большого числа одноатомных молекул, является очень актуальным раз­
витие количественной теории для описания таких фазовых переходов, которая бы позво­
ляла производить приближенные вычисления термодинамических характеристик состоя­
ния среды с контролируемой, хотя бы в асимптотическом смысле, точностью. Для решения 
такой задачи необходимо указать такой параметр, что в предположении его малости, при
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разложении термодинамических функций по степеням этого параметра, исследуемые из­
менения агрегатных состояний в системе проявлялись бы уже в низших приближениях. 
Подсказкой к выбору такого параметра являются работы [30-32] и [34,35]. В серии статей 
[30-32] (перевод этих статей см. в книге [33]) авторы предложили вычисление термодина­
мических характеристик специальной одномерной системы статистической механики с не­
прерывным пространством расположения конфигураций молекул, у которой притягиваю­
щая область потенциала парного взаимодействия обладала большим радиусом взаимодей­
ствия так, что в конце вычислений этот радиус r0 устремлялся к бесконечности. Эта проце­
дура, надо полагать, соответствует приближению «среднего поля» в теории конденсации. 
В результате, оказалось, что в указанном пределе уравнение состояния приобретает вид 
уравнения Ван-дер-Ваальса с наличием горизонтального участка у зависимости давления 
от плотности, который соответствует фазовому переходу первого рода. Соответствующим 
образом ведут себя многочастичные функции распределения конфигураций молекул. При­
чем, горизонтальный участок (скачок плотности), подчинялся т.н. правилу Максвелла. В ра­
ботах [34, 35] аналогичный технический прием был применен для исследования фазового 
переходов к статистической системе, описывающей термодинамику идеального ферромаг­
нетика. И в этом случае в гамильтониан системы был введен радиус взаимодействия r0,
который предполагался большим параметром. В пределе r0 в решении задачи с таким
гамильтонианом приводило к уравнению состояния ферромагнетика, которое получается 
в теории Вейсса [4]. В обоих случаях исследуемый фазовый переход проявляется в нулевом 
приближении по параметру r0_1.
Описанное выше обстоятельство дает основание предположить, что последователь­
ное построение членов степенных рядов по параметру r0 1 должно приводить к требуемым
приближенным значениям термодинамических характеристик, которые учитывают нали­
чие фазового перехода. Неприятным обстоятельством является лишь то, что парные взаи­
модействия в реальных системах одноатомных молекул не обладают большим радиусом. В 
связи с этим мы предлагаем некоторое видоизменение при выборе малого параметра. За 
основу возьмем тот факт, что, в отличие от радиуса взаимодействия, зависящий от темпе­
ратуры корреляционный радиус rc (Т) действительно становится большим в области значе­
ний температуры, где происходит фазовый переход, так, что в критической точке он воз­
растает неограниченно, и поэтому, для количественного описания фазовых переходов при 
построении степенных разложений для термодинамических характеристик предпочти­
тельно использование отношения r0 / rc .
4. Замечание о статистической теории критического поведения
В конце этого обзора развития статистической теории изменения агрегатных состо­
яний, укажем на то, что это направление не связано со статистической теорией критических 
явлений, в которой был достигнут определенный прогресс 80-е годы прошлого столетия. 
Эта теория основана на идее возникновения самоподобного поведения системы большого 
числа частиц вблизи критической точки. Математически эта идея реализуется в виде введе­
ния т.н. ренорм-преобразований системы. Для построения таких преобразований для опи­
сания пространственного самоподобия вводится конструкция Л.Каданова [36], а для по­
строение преобразований в пространстве волновых векторов основано на конструкции К. 
Вильсона [37].
Считается, что алгоритм применения ренорм-преобразований выявляет вид асимп­
тотического поведения термодинамических характеристик при стремлении интенсивных 
термодинамических параметров, описывающих состояние системы, к своим критическим 
значениям. На этом пути было получено множество результатов с точки зрения применения 
ренорм-преобразований к конкретным физическим системам. Однако, этот метод нужда­
ется в серьезном обосновании с точки зрения статистической механики, что до настоящего
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времени не было проделано. Было замечено [38, 39], что совокупность ренорм-преобразо­
ваний в обоих случаях образует полугруппу, аналогичную той, посредством которой вво­
дятся т.н. устойчивые законы в теории одномерных вероятностных распределений [40]. В 
связи с этим Р. Добрушиным, для обоснования метода ренорм-преобразований, была пред­
ложена программа исследования [41 ] соответствующих распределений вероятностей (в x - 
и k -пространствах) в бесконечномерном случае, что соответствует системам статистиче­
ской механики. Некоторое продвижение в реализации этой программы было сделано в ра­
боте [42]. Однако, вплоть до настоящего времени, существенного прогресса здесь не до­
стигнуто.
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